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煞車系統之異音與振動分析 

王昭男1       謝正昌2

摘 要 
本文主要探討目的是研究煞車系統元件對系統本身穩定性所造成的影響，利用煞車

系統所產生之不穩定振動，進而預測煞車異音的生成。當煞車系統承受摩擦襯墊與碟盤

接觸面間的摩擦力時，會有系統耦合共振現象發生，在本文裡，利用有限元素分析軟體，

建立簡單煞車系統模型，並運用線性交接面連結元素建構出一非對稱勁度矩陣，描述摩

擦襯墊與碟盤交接面之間的耦合作用力關係，進一步作模態分析，從計算所得到的複數

特徵值判斷系統是否為穩定，進而預測可能發生煞車異音的頻率以及振動模態。最後藉

由分析不同的系統參數值，探討系統參數對煞車系統穩定度的影響，其模擬分析的結果

也許可作為改善煞車異音的建議。  
關鍵字：煞車異音、非對稱矩陣、模態分析、複數特徵值 

一、 研究緣起與目的 

煞車異音通常發生的頻率範圍介於 1~16kHz[1]，雖然目前並沒有精確的觀點來定義

何謂煞車異音，不過一般是指在煞車作用時，其煞車系統發生持久且高頻率(>1kHz)的
振動[2]，伴隨著異音的生成，此異音會令駕駛或乘客感到刺耳且不舒適，對車輛公司

而言也會增加售後的服務成本，為了提升車輛的品質以及市場上的競爭力，車輛工業也

都致力於煞車系統減噪的研究。 
目前已有許多理論來解釋產生煞車異音的機制，也都能適當的應用於煞車系統上的

動力學結構問題[2]，因此建立起許多模型針對煞車異音的問題進行分析，例如：利用

二自由度結構物模型模擬煞車系統產生不穩定振動的機制，進而分析在何種系統參數條

件下是可以防止不穩定的發生[3]；建立質量集中的參數模型，在摩擦襯墊與碟盤交接

面之間運用均勻分布的彈簧模擬接觸狀態，分析摩擦襯墊的各項物理參數對煞車異音的

影響[4]；設計不同摩擦襯墊的形狀，間接改變摩擦襯墊與碟盤交接面之間的耦合作用

力關係而降低煞車異音[5]；藉由改變碟盤的楊氏係數影響碟盤的共振頻率，使得引起

系統不穩定的模態疊加有退耦的現象，而達到消滅煞車異音的目的[6]；然而，到目前

為止並沒有一個適當的模型可以包含所有能影響煞車異音的因素，這也表示每一個模型

所分析到的結果，並不適用在其它模型上。 

煞車異音的產生，主要是由摩擦襯墊與碟盤交接面間的摩擦力所引起的系統不穩

定，在本文裡，利用複數特徵值法判別不穩定共振模態的發生[7]，間接預測煞車異音
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的生成，運用有限元素分析軟體 ANSYS，建立煞車系統的有限元素模型，在摩擦襯墊

與碟盤的交接面間，藉由線性交接面連結元素將耦合作用力結合系統勁度矩陣，把接觸

面間的外力影響包含於煞車系統內，並作模態分析，可得到其模態頻率、模態振型以及

不穩定度的測定，分析各系統參數對穩定度的影響，其模擬分析的結果也許可作為減少

煞車異音的參考。 

二、 理論與方法 

(一) 複數特徵值法 

對受到耦合作用力影響的煞車系統，利用有限元素法，其運動方程式如下式表示 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }fM U C U K U F+ + =  (1)

其中[ ] [ ] [ ]M C K、 、 分別為系統的質量、阻尼、勁度矩陣，{ }fF 為系統受到的耦合作用力。 

在摩擦襯墊與碟盤的摩擦交接面，將相對應的節點利用線性交接面元素選擇適當的

接觸勁度值 作連結(附錄一)，其值不能太小以免模態振型發生摩擦襯墊穿透到碟盤的

現象[8]，而違背了實際上的物理現象；其中交接面的耦合作用力，也就是煞車的驅動

力以及交接面所產生的摩擦力，利用節點的相對位移量與所建立的摩擦耦合勁度矩陣來

表示，如下式 

CK

{ } { }f fF K U⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (2)

其中 fK⎡⎣ ⎤⎦是摩擦耦合勁度矩陣，可藉由改變此勁度矩陣內的接觸勁度值，模擬承受不

同的煞車力[9]，利用線性交接面元素 MATRIX 27 建立，推導過程列於附錄一。 

將方程式(1)、(2)合併，重新整理後，得到一齊性方程式 

[ ]{ } [ ]{ } { } { }0fM U C U K K U⎡ ⎤+ + − =⎣ ⎦  (3)

合併後的系統勁度矩陣為非對稱型式，其特徵方程所解到的特徵值應為複數型式。 
令通解為 

{ } { } tU X eλ=  (4)

其中，λ為特徵值，{ }X 為特徵值所對應的特徵向量，分別代表煞車系統振動的模態頻

率及對應的模態振型。 

系統的運動方程簡化如下式 

[ ] [ ]( ){ } { }2 0fM C K K Xλ λ ⎡ ⎤+ + − =⎣ ⎦  (5)

所解到的特徵值及對應的特徵向量皆為共軛複數型式，而成對的特徵值如下式表示 

i i ijλ σ ω= ±  (6)



其中特徵值的實數部份Re[ ]iλ ，決定系統的穩定度與否，虛數部分 Im[ ]iλ ，則代表該模

態的自然頻率。 
最後，煞車系統的廣義位移表示為 

{ } { } ( )i i it j t j t
i iU X e e eσ ω ω−= +  (7)

從這式子中就可分析系統呈現為穩定或不穩定，當特徵值的實部為正值時，系統的位移

振幅會隨著時間的增加而變大，呈現不穩定的狀態，也就可能會有煞車異音的發生，此

時，異音的頻率值為特徵值的虛部；實部為為負值時，系統則呈現穩定的狀態，在這裡

引入一不穩定度指標，以便於分析結果的表示，其特徵值實部必須為正數，此指標定義

為 

[ ]{Re }iInstability index Positive λ=  (8)

其指標值代表系統的運動發散速度，指標越大值系統會更快呈現不穩定狀態，因此，煞

車異音產生的可能性也會跟著提高。 
 
(二) 有限元素模型 

本文裡所提出的煞車系統是由一對摩擦襯墊和一塊碟盤所組合而成的簡化模型，碟

盤與摩擦襯墊的模型是根據實際物品的幾何形狀所建立，摩擦襯墊是由一塊背板與碟盤

接觸的摩擦片所組合而成，碟盤與摩擦襯墊皆利用有限元素分析軟體模擬三維實體結構

的元素 SOLID45 建立，煞車系統的有限元素模型如圖 1 所示，幾何尺寸如表 1 所示，

圖 2(a)-(c)則為煞車系統裝置上的邊界限制條件，碟盤完全固定在特定的螺栓圓孔上，

如圖 2(a)所示，摩擦襯墊的背板上緣處只允許做軸向位移的限制條件，如圖 2(b)-(c)所
示；目前的煞車系統組成，使用的材料都大同小異，最大的差別在於外觀的幾何形狀以

及摩擦襯墊所使用的組成材料成分，本文的模擬分析，其材料性質取決於相關文章所提

供的參數[10]；在摩擦襯墊與碟盤的接觸面，藉由法向的相對位移量產生法向的接觸

力，進而產生接觸面切向的摩擦力；反之，切向的位移量卻不能反推法向的接觸力，所

以摩擦力有不可逆向產生的特性[4]，因此運用線性且非逆向摩擦力特性的勁度矩陣描

述因耦合作用力引起振動的理論模型，此勁度矩陣利用有限元素分析軟體提供的線性交

接面元素 MATRIX27 建立，作為接觸面的連結，在本文的分析裡，將線性交接面元素

均勻分佈在接觸面，模擬襯墊與碟盤完全接觸後的煞車系統反應。 

 

背板 

碟盤 

摩擦片 

圖 1 簡單煞車系統有限元素模型 
 



 (a) 碟盤 

螺栓固定處 

 
               (b)內摩擦襯墊                (c)外摩擦襯墊 

圖 2 煞車系統各元件上邊界限制條件 
 

表 1 煞車模型幾何尺寸 
幾何參數 數值 
碟盤內徑 0.03m  
碟盤外徑 0.1m  
碟盤厚度 0.003m  
摩擦片厚度 0.004m  
摩擦片面積 20.001257m  
背板厚度 0.003m  

 

三、 研究過程與成果 

煞車異音的發生取決於煞車系統穩定度的情形，而系統參數對煞車系統的穩定度有

重要的影響，在這裡所考慮到的系統參數有：碟盤與摩擦襯墊交接面的常數摩擦係數

μ 、模擬決定煞車力大小的接觸勁度值 、碟盤的剛性 、摩擦襯墊背板的剛性 、

碟盤的厚度 ，藉由提出的煞車模型，探討這些系統參數在煞車異音上的影響；由於

實際上結構物的材料阻尼大小不容易獲得，若結構物系統考慮阻尼的效應時，可依結構

的特性假設適當的模態阻尼比來模擬，不過在本文的煞車模型是運用比例阻尼的特性來

模擬結構物的阻尼效應 

cK dE bE

hD



[ ] [ ] [ ]proportional damping C M Kα β= +  (9)

可是煞車模型是由不同材料的元件所組合而成，所以實際的阻尼值更難以預估，在分析

上也把比例阻尼當作系統參數處理，藉由改變 Eq(9)裡的質量與競度矩陣的α 、 β 係數

值模擬不同大小的結構阻尼效應並結合其他系統參數，與無阻尼煞車結構系統的分析結

果作個比較，探討阻尼特性在煞車異音上的影響；在前一章節有提到，當所解得的複數

特徵值其實部為負時，系統呈現穩定的狀況，而實部為正時，系統有不穩定的現象發生，

其值越大煞車異音發生的可能性也跟著提高，以下分析的結果及圖表只呈現不穩定的情

形；其煞車系統模型的阻尼特性，分別在三種不同大小的比例阻尼狀態下，進行系統參

數變化的分析，而各系統參數的數值為：摩擦係數 0.414μ = 、接觸勁度 910c
NK m= 、

碟盤楊氏係數 、摩擦片楊氏係數210dE G= Pa Pa0.8pE G= 、背板楊氏係數

、碟盤厚度 ，當改變其中一個參數進行分析時，其餘參數不變。 210bE G= Pa m3hD m=

 

(一) 系統參數分析結果 
煞車異音產生的原因主要是因為摩擦襯墊與碟盤間的摩擦耦合作用力所引起的動

態不穩定，這裡先針對摩擦襯墊與碟盤間的摩擦係數在煞車異音上的影響，所取的摩擦

係數是由小到大變化 ( 0.2 ~ 0.8)μ = ，且分別在無阻尼及三種不同的比例阻尼煞車結構系

統下進行分析，在 Eq(5)中，將複數特徵值法所解到的特徵值表示於圖 3，在圖形裡，以

摩擦係數為變數並只列出使系統產生不穩定的特徵值，垂直軸代表特徵值的實部，也就

是不穩定度指標，水平軸代表特徵值的虛部，也就是不穩定模態下可能產生煞車異音的

頻率，其頻率範圍取到 20000Hz 以下；從圖形的分析結果，發現隨著阻尼效應變大，可

以有效的減少不穩定模態的發生，可是有些不穩定模態的不穩定度指標會比無阻尼系統

下高出許多，更容易有煞車異音產生，從圖 5(a)可知，所有發生的不穩定模態個數(指

特徵值實部大於零的情形)與摩擦係數大小也沒有任何規律的關係，不過有些許不穩定

模態其摩擦係數越大似乎不穩定度指標也越大，越有可能有煞車異音的生成，此現象與

大部分有關摩擦係數與煞車異音之間的研究結果一致[1]、[4]，若要消滅煞車異音也許

可降低其摩擦係數，然而，這樣會間接減少煞車力作用，顯然這不是很好的可行方法。 

接下來針對碟盤剛性在煞車異音上的影響，碟盤的楊氏係數是由小到大變化

，且分別在無阻尼及三種不同的比例阻尼煞車結構系統下進行分析，複

數特徵值法所解到的特徵值表示於圖 4；從圖形的分析結果，同樣的發現隨著阻尼效應

變大，可以有效的減少不穩定模態的發生，從圖 5(c)可知，所有發生的不穩定模態個數

仍然與碟盤的剛性大小沒有任何規律的關係，且不穩定度指標的大小跟碟盤的剛性大小

也沒有明顯的直接關係，所以碟盤的剛性大小不容易判斷是否對改善煞車異音有幫助。 

(0.6 ~ 1.4 )dE Ed

其他的系統參數分析，也會有以上類似的現象，所以分析結果只呈現在不同阻尼效

應下，系統參數變化所產生的不穩定模態個數，表示於圖 5，從圖形上的比較，可發現

到阻尼效應不管在何種系統參數變化下，對消滅煞車異音上都有顯著的幫助。 



(a) (b)  

(c) (d)  
圖 3 四種比例阻尼效應下，摩擦係數在不穩定度指標(複數特徵值的實部)上的影響 

(a) (b)  

(c) (d)  
圖 4 四種比例阻尼效應下，碟盤剛性在不穩定度指標(複數特徵值的實部)上的影響 
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圖 5 四種比例阻尼效應下，各系統參數變化下發生的不穩定模態個數(Unstable modes) 
 

(二) 模態耦合效應 
利用有限元素所建立的煞車系統模型，在複數特徵值分析中，發現無阻尼效應狀態

下的煞車系統，產生不穩定時，具有模態耦合的特性，也就是兩模態的頻率發生重合的

現象，如圖 6 所示，由圖中可看出，當兩個模態不穩定度指標沒有大於零時，其對應的

模態頻率是不相等的，但不穩定度指標大於零時，其對應的模態頻率就出現重合，所以

此時系統的這兩階振動模態發生耦合，與文獻[6]、[11]的研究也有相同的現象，而不

穩定度指標大於零所對應的摩擦係數，即為此系統在這兩個模態之間的臨界摩擦係數，

也就是發生煞車異音的臨界狀態，在目前的例子，其臨界摩擦係數存在於 0.3~0.414 之

間；系統在有阻尼效應狀態下，發生不穩定時，並不會有模態耦合的特性，如圖 7 所示，

在文獻[12]裡也有提及相關的現象，所以發生不穩定的原因並不是由模態耦合所引起，

在圖 3~4 裡，發現不穩定模態的不穩定度指標甚至比無阻尼系統下還要高，這樣的現象

比阻尼總能使系統穩定的一般觀念還要複雜，從本文的結果，間接說明一般的觀念未必

是正確，而發生此種現象的原因需要再進一步研究。 
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圖 6 無阻尼狀態下 17900Hz~18900Hz 之間的兩模態，複數特徵值與摩擦係數的關係 
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圖 7 有阻尼狀態下( [ ] [ ] [ ]-7 -7proportional damping C = 10 M +10 K )，14400Hz~15400Hz

之間的兩模態，複數特徵值與摩擦係數的關係 
 

四、 結論與建議 

在本文裡，利用有限元素法建立煞車系統模型探討摩擦所引起的系統不穩定，藉由

複數特徵值法分析系統參數在煞車異音上的影響，從分析結果來看，系統參數的變化對

煞車異音的生成是會有影響的，可是系統參數值的大小與煞車異音生成的不穩定度指標

沒有任何明顯的直接關係，所以很難在改善煞車異音方面給於適當的建議；不過，在不

同比例阻尼的煞車系統上，發現隨著阻尼效應變大，可以有效的減少不穩定模態的發

生，比起其它系統參數的影響還來得有效，也許可以試著提高煞車系統元件材料的黏彈

性，進而提高系統的阻尼效應，不但可以降低各階模態頻率以及降低振動能量，還可以

減小振動時對外部系統釋放的能量，達到減振降噪的作用，所以，藉由提高煞車系統元

件材料的黏彈性，增加系統的阻尼效應，可作為改善煞車異音的有效方法。 
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附錄一 
摩擦耦合勁度推導 

在單一節點系統，其法向接觸力可以藉由法向接觸勁度與法向節點位移表示成下式 

Z C ZF K U=  (1)
推廣到二節點系統時，如圖一，其法向接觸力可用矩陣型式表示成 

ZA ZC C

C C

A

ZB Z

F UK K
K KF U

−⎡ ⎤ ⎡⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥−⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ B

⎤
⎥
⎦

 (2)

其中 ZAF 、 ZBF 分別為節點 A、B法向接觸力， ZAU 、 ZBU 則為相對應的法向節點位移。 

 

 
圖 1 簡單二節點系統模型 

 

將庫倫摩擦力作用考慮進系統內，則作用在接觸面上的摩擦力為 

R Z CF F K ZUμ μ= × = × ×  (3)
其中μ 為接觸面間的動摩擦係數， ZU 為法向相對位移。 

因接觸所引起的庫倫摩擦力，其作用在摩擦片上接觸點 A的方向與作用在碟盤上接



觸點 B的方向相反，如圖 2，並將每一個接觸點所受到的摩擦力分成 X和 Y方向的分量，

如下式所示 

- sin sin sin
- - cos - cos - cos

XA XB R Z C Z

YA YB R Z C Z

F F F F K U
F F F F K U

θ μ θ μ θ
θ μ θ μ θ

= = = =
= = = =

 (4)

其中， 

2 2 2 2
sin , cosx y

x y x
θ θ= =

+ + y
 (5)

x 、 為每一個接觸點的座標位置，y θ 則為接觸點與碟盤旋轉中心的夾角。 
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 摩擦片 碟盤

圖 2 摩擦片與碟盤上的摩擦力分量表示 

 

針對一個二節點系統時，其摩擦力分量可以表示成如下 

sin sin
sin sin

cos cos
cos cos

XA ZAC C

C CXB ZB

YA ZAC C

C CYB ZB

F UK K
K KF U

F UK K
K KF U

μ θ μ θ
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 (6)

根據 Eq(2)、(6)可了解接觸面的摩擦作用力狀態，並由線性交接面元素 MATRIX 27
的定義，利用每個節點上的六個自由度，建立一非對稱勁度矩陣描述接觸面間的耦合作

用力關係，如下式表示 

0 0 sin 0 0 0 0 0 0 sin 0 0
0 0 cos 0 0 0 0 0 0 cos 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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0 0 sin 0 0 0 0 0 0 sin
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(7)

⎤⎦為摩擦耦合勁度矩陣，{ }U 則代表節點位移向量。 其中 fK⎡⎣
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